
Studiul oscilat, iilor fort,ate. Pendulul Pohl
Rezonant,a mecanică

Cuvinte cheie: oscilat, ie, amplitudine (A), frecvent, ă (ν), viteză liniară (v), viteză un-
ghiulară (ω), pulsat, ie (ω), fază (φ), fază init, ială (φ0), mis,care armonică, oscilator liniar
armonic, oscilat, ie amortizată, raport de amortizare (K), decrement logaritmic (Λ), coefi-
cient de amortizare (δ), ecuat, ie diferent, ială de ordinul II, regim amortizat, regim critic,
regim aperiodic, regim critic, frecvent, ă proprie (ν0), perioadă proprie (T0), fort, ă s, i mo-
mentul fort,ei (F s, i MF ), rezonant, ă, curbă de rezonant, ă, frecvent, ă de rezonant, ă, bandă de
trecere (B), factor de calitate (Q), fazor, diagramă fazorială.

Principiu

Dacă unui sistem oscilant ı̂i este permis să oscileze liber se observă descres,terea amplitu-
dinilor maxime succesive, această descres,tere fiind dependentă de frecări. Dacă sistemul
oscilant ı̂n oscilat, ia sa este excitat din exterior aplicându-i unmoment al fort,ei periodicMF ,
observăm cu după stabilirea regimului stat, ionar ı̂n timp amplitudinea nou stabilită este de-
pendentă de frecvent,a s, i amplitudinea acestui moment al fort,ei extern aplicat, s, i binêınt,eles
este dependentă s, i de frecări. A(ωext,MFmax , δ). Frecvent,ele proprii ale oscilat, iilor libere,
precum s, i curbele de rezonant,ă ale oscilat, iilor fort,ate pentru diferite valori de frecări, ur-
mează să fie determinate.

Echipament

Pendul Phol de torsiune 1
Sursă de tensiune variabilă, 25V CA/ 10V CC, 12A 1
Punte redresoare, 30V CA/ 1A CC 1
Cronometru digital, precizie: 1/100 sec 1
Multimetru digital 1
Cablu de conectare, l=250mm, galben 2
Cablu de conectare, l=750mm, ros,u 2
Cablu de conectare, l=750mm, albastru 3
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Figura 1: Montaj experimental - Pendul Phol

Obiective

A. Oscilat, ii libere

1. Determinarea perioadei proprii de oscilat, ie T0 s, i a frecvent,ei proprii ν0, ı̂n cazul
fără frecări

2. Determinarea perioadei proprii de oscilat, ie T0 s, i a frecvent,ei proprii ν0 pentru
diferite valori ale frecării. Calcularea rapoartelor de amortizare K = An

An+1
, a

coeficient, ilor de amortizare δ s, i decrement, ilor logaritmici K.

3. Observarea regimului aperiodic s, i a regimului critic

B. Oscilat, ii fort,ate

1. Determinarea curbelor de rezonant, ă A(ωext) s, i reprezentarea lor grafică folosind
coeficient, ii de amortizare calculat, i la punctul A. Determinarea frecvent,elor de
rezonant, ă corespunzătoare s, i compararea lor cu frecvent,ele proprii găsite ante-
rior la punctul A.

2. Observarea atentă a schimbării fazei ı̂ntre pendulul de torsiune s, i discul ex-
tern care ı̂l excită, pentru cazul unor frecări mici s, i pentru diferite frecvent,e de
excitat, ie din partea discului excitator.
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Montaj Experimental

Montajul experimental este prezentat ı̂n Figura (1) s, i Figura (2). Ies, irea de la sursa de
alimentare de curent continuu este legată la elementele de frânare prin curent, i eddy (vezi
magnet, ii bobinat, i de sub discul pendulul Pohl). Discul rotitor motor care va excita pen-
dulul Pohl de asemenea are nevoie de alimentare pentru a se roti cu diferite frecvent,e νext.
Pentru a obt, ine curent continuu pentru discul rotitor, este introdusă o punte redresoare
ı̂ntre ies, irea sursei de alimentare CA (curent alternativ) de 12V s, i cele două ies, iri ale dis-
cului rotitior motor(vezi Figura(3)). Curentul continuu furnizat magnet, ilor bobinat, i va
transforma magnet, ii ı̂n electromagnet, i care frânează discul metalic Pohl. Cu cât curentul
continuu furnizat Ifranare va fi mai mare cu atât mai puternice vor fi frecările.

Figura 2: Schema cu legăturile electrice din montajul experimental

Figura 3: Alimentarea discului motor extern care va excita pendulul Phol
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Mod de lucru

A. Oscilat, ii libere

1. Determinarea perioadei proprii de oscilat,ie T0 s, i a frecvent,ei proprii de oscilat,ie
ν0, ı̂n cazul fără frecări

Pentru a determina frecvent,a proprie ν0, pulsat, ia proprie ω0 a pendulului Pohl
de torsiune, ı̂n cazul fără frecări (If = 0) :

- deviat, i pendulul complet ı̂ntr-o parte
- măsurat, i cu cronometrul timpul pentru mai multe oscilat, ii

Măsurătorile trebuie repetate pentru a calcula o perioadă proprie medie T0.

2. Determinarea perioadelor de oscilat,ie s, i a frecvent,elor corespunzătoare, ı̂n cazul
cu diferite valori ale frecării

În acelas, i mod frecvent,ele caracteristice cazului de oscilat, ii cu frecări (oscilat, ii
amortizate) vor fi măsurate pentru următoarele valori ale curent, ilor eddy de
frânare:

If ∼ 0, 25A, (U∼ = 4V )

If ∼ 0, 40A, (U∼ = 6V )

If ∼ 0, 55A, (U∼ = 8V )

If ∼ 0, 9A, (U∼ = 12V )

Pentru a determina valorile care caracterizează frecările adică a rapoartelor de
amortizare (K), a decrement, ilor logaritmici (Λ), a coeficient, ilor de amortizare
(δ), se măsoară s, i se notează valoriile amplitudinilor succesive care sunt atinse
ı̂ntr-o parte pe discul gradat al pendulului Pohl.

- deviat, i pendulul complet ı̂ntr-o parte
- observat, i mărimea amplitudinilor succesive ı̂n oscilat, iile amortizate

Init, ial trebuie să asigurăm că pozit, ia cursorului pendulului ı̂n repaus este exact
la 0 grade pe scara circulară gradată a pendulului Phol gradată cu 20 de grade
arbitrare ı̂ntr-o parte s, i ı̂n cealaltă. Această reglare se realizează din rotirea
discului motor la care este legat discul pendulului Phol.

Figura 4: Pozit, ia de zero a pendulului Phol
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3. Observarea regimului aperiodic s, i a regimului critic

Pentru a obt, ine cazul regimului aperiodic (If ∼ 2, 0A) s, i cazul critic (If ∼ 2, 3A)
curent, ii eddy de frânare din sârmele bobinelor magnet, ilor trebuie să depăs,ească
valoare de 2, 0A. Pentru sigurant, ă nu folosit, i curent, i de peste 2, 0A mai multe
de câteva minute.

B. Oscilat, ii fort,ate

Pentru a stimula pendulul de torsiune Pohl, acesta este conectat la un disc motor
rotitor printr-o tijă. Frecvent,a de excitare ωext a motorului poate fi determinată
folosind cronometrul s, i măsurând timpii necesari discului pentru a realiza rotat, ii
complete. (de exemplu 10 rotat, ii)

1. Determinarea curbelor de rezonant, ă s, i reprezentarea grafică a acestora folosind
frecările de la punctul A.

Măsurătoarea ı̂ncepe cu valori mici ale pulsat, iilor de excitat, ie ωext. Apoi ωext

este crescută cu ajutorul celor două butoane potent, iometre (un buton de reglare
brută s, i un al doilea de reglară fină, Fig.(5)). Se notează amplitudinile, care se
stabilesc ı̂n regim stat, ionar după un timp, pentru fiecare pulsat, ie ωext. În cazul
frecărilor mici, trebuie aleasă o frecvent, ă ωext ı̂n as,a fel ı̂ncât pendulul Phol să
nu iasă din scală ı̂n timpul oscilat, iilor.

Figura 5: Reglarea pulsat, iei ωext a discului motor prin două potent, iometre ( reglare brută
s, i reglare fină)

2. Observarea defazajului ı̂ntre pendulul Phol de torsiune s, i discul motor extern
excitator, pentru valori mici ale frecării, pentru diferite pulsat, ii ωext

Alegem frecări mici s, i stimulăm pendulul ı̂ntr-un caz cu pulsat, ia ωext mult sub
frecvent,a de rezonant, ă, iar ı̂n celălalt caz mult deasupra frecvent,ei de rezonant, ă.
Observat, i transferul de fază, schimbarea de fază dintre pendulul de torsiune s, i
momentul fort,ei extern al motorului. În orice caz, notări ale mărimilor trebuie
luate doar când sistemul a ajuns la un regim stat, ionar.

În cele ce urmează este prezentată o schit, ă cu not, iuni de liceu despre oscilat, ii.
Să ne reamintim!
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Figura 6:

6



Figura 7:
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Figura 8:
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Figura 9:
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Teoria lucrării

A. Oscilat, ii libere. Oscilat, ii cu frecare

Oscilat, ii unghiulare. Pendulul Pohl.

În cazul oscilat,iilor unghiulare ale arcu-
lui pendulului Pohl act, ionează Mel (momen-
tul fort,ei elastice al arcului pendulului) s, i
MFf (momentul fort,elor de frânare contro-
late electromagnetic prin curent, ii eddy).

Mel = −D0 · Φ s, i MFf = −C · Φ̇

Φ= unghiul de rotat, ie, elongat, ia unghiu-
lară pe scara pendulului Pohl

Φ̇=viteza unghiulară

D0= constata elastică unghiulară a pen-
dulului Pohl

C= factor de proport, ionalitate ı̂ntre vi-
teza unghiulară Φ̇ s, i MFf .

Principiul II pentru momentele fort,elor:

M = Mel +MFf = −D0Φ +−CΦ̇

care ne conduce la ecuat, ia de mis,care:

I · Φ̈ + CΦ̇ +D0Φ = 0

I= momentul de inert, ie

Φ̈=accelerat, ia unghiulară

Împărt, ind ecuat, ia de mis,care la I, folo-
sind notat, ia δ = C

2I
pe care ı̂l numim coe-

ficient de amortizare, s, i ω2
0 = D0

I
frecvent,a

naturală proprie a oscilat, iei fără frecări ⇒

Φ̈ + 2δ · Φ̇ + ω2
0Φ = 0

Solut, ia acestei ecuat, ii diferent, iale de or-
dinul II este:

Φ(t) = Φ0 · e−δ·t · cosωt
ω =

√
ω2
0 − δ2 - pulsat, ia oscilat, iei cu frecări

Oscilat, ii liniare. Pendulul elastic

În cazul oscilat,iilor liniare ale unui pen-
dul elastic liniar act, ionează Fel (fort,a elas-
tică a arcului deformat) s, i Ff (fort,a de fre-
care).

Fel = −k · x s, i Ff = −C · ẋ

x= pozit, ia, elongat, ia liniară a pendulu-
lui elastic

ẋ=viteza liniară

k= constanta elastică liniară a pendulu-
lui elastic

C=factor de proport, ionalitate ı̂ntre vi-
teza liniară ẋ s, i Ff

Principiul II pentru fort,e:

F = Fel + Ff = −k · x+−C · ẋ

care ne conduce la ecuat, ia de mis,care:

m · ẍ+ C · ẋ+ k · x = 0

m=masa

ẍ=accelerat, ia

Împărt, ind ecuat, ia de mis,care la m, fo-
losind notat, ia δ = C

2m
pe care ı̂l numim co-

eficient de amortizare, s, i ω2
0 = k

m
frecvent,a

naturală proprie a oscilat, iei fără frecări ⇒

ẍ+ 2δẋ+ ω2
0 · x = 0

Solut, ia acestei ecuat, ii diferent, iale de or-
dinul II este:

x(t) = A0 · e−δt cosωt
ω =

√
ω2
0 − δ2 - pulsat, ia oscilat, iei cu frecări
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Obiectiv A1.

Determinarea perioadei proprii de oscilat,ie (T0) s, i a pulsat,iei proprii de oscilat,ie (ω0) a
pendulului Pohl ı̂n cazul cu frecări neglijabile.

Pentru a determina pulsat,ia proprie a pendulului Pohl ω0, ı̂n cazul fără frecări (If = 0):

∗ Deviat, i complet pendulul
∗ Măsurat, i intervalul de timp necesar unui număr de oscilat, ii (de exemplu N = 10)
∗ Pentru precizie luat, i mai multe măsurători s, i prezentat, i valoarea lor mediată

∆t N T0

perioada
proprie

T0

perioada
proprie
medie

|∆T0|
abaterea
de la
medie

|∆T0|
abaterea
medie

T0 = T0 + |∆T0| → T0 = .................± ..................
ω0 = ω0 + |∆ω0| → ω0 = ..................± ..................
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Obiectiv A2.

Determinarea perioadei de oscilat,ie (T ) s, i a pulsat,iei de oscilat,ie (ω) a pendulului Pohl
ı̂n cazul cu diferite frecări. Determinarea raportului de amortizare K, a decrementului lo-
garitmic Λ, a coeficientului de amortizare δ.

If ∼ 0, 25A,U∼ = 4V

Oscilat, ia # Φ (grade
pe scală)

K
K = Φn+1

Φn

Λ
Λ = lnK

δ (1/s)

δ =
ln Φn

Φ0

∆t

ω (rad/s)
ω =√
ω2
0 − δ2

1 - -
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

Pentru a determina noua pulsat,ie (ω) a pendulului Pohl , raportul de amortizare (K),
decrementul logaritmic (Λ), coeficientul de amortizare (δ), ı̂n cazul cu frecări (If ̸= 0):

∗ Deviat, i complet pendulul
∗ Măsurat, i timpul necesar ∆t până la amortizarea completă a oscilat, iei
∗ Notat, i ı̂n tabel amplitudinile succesive Φ de pe o parte a pendulului
∗ Pentru precizie repetat, i măsurătoarea, s, i comparat, i valorile obt, inute

Legea mis,cării oscilatorului amortizat este:

Φ(t) = Φ0 · e−δ·t cosωt, cu coeficientul de amortizare δ =
ln Φn

Φ0

∆t

Legea arată că amplitudinea unghiulară scade exponent, ial, s, i după fiecare interval de
timp t = 1

δ
amplitudinea unghiulară Φ scade de e ori. Raportul de amortizare K, ı̂n acest

model, K=Φn+1

Φn
= eδT , rămâne constant. Reprezentat,i grafic legea de mis,care.
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Obiectiv A2.

Determinarea perioadei de oscilat,ie (T ) s, i a pulsat,iei de oscilat,ie (ω) a pendulului Pohl
ı̂n cazul cu diferite frecări. Determinarea raportului de amortizare K, a decrementului lo-
garitmic Λ, a coeficientului de amortizare δ.

If ∼ 0, 4A,U∼ = 6V

Oscilat, ia # Φ (grade
pe scală)

K
K = Φn+1

Φn

Λ
Λ = lnK

δ (1/s)

δ =
ln Φn

Φ0

∆t

ω (rad/s)
ω =√
ω2
0 − δ2

1 - -
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

Pentru a determina noua pulsat,ie (ω) a pendulului Pohl , raportul de amortizare (K),
decrementul logaritmic (Λ), coeficientul de amortizare (δ), ı̂n cazul cu frecări (If ̸= 0):

∗ Deviat, i complet pendulul
∗ Măsurat, i timpul necesar ∆t până la amortizarea completă a oscilat, iei
∗ Notat, i ı̂n tabel amplitudinile succesive Φ de pe o parte a pendulului
∗ Pentru precizie repetat, i măsurătoarea, s, i comparat, i valorile obt, inute

Legea mis,cării oscilatorului amortizat este:

Φ(t) = Φ0 · e−δ·t cosωt, cu coeficientul de amortizare δ =
ln Φn

Φ0

∆t

Legea arată că amplitudinea unghiulară scade exponent, ial, s, i după fiecare interval de
timp t = 1

δ
amplitudinea unghiulară Φ scade de e ori. Raportul de amortizare K, ı̂n acest

model, K=Φn+1

Φn
= eδT , rămâne constant. Reprezentat,i grafic legea de mis,care.
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Obiectiv A2.

Determinarea perioadei de oscilat,ie (T ) s, i a pulsat,iei de oscilat,ie (ω) a pendulului Pohl
ı̂n cazul cu diferite frecări. Determinarea raportului de amortizare K, a decrementului lo-
garitmic Λ, a coeficientului de amortizare δ.

If ∼ 0, 55A,U∼ = 8V

Oscilat, ia # Φ (grade
pe scală)

K
K = Φn+1

Φn

Λ
Λ = lnK

δ (1/s)

δ =
ln Φn

Φ0

∆t

ω (rad/s)
ω =√
ω2
0 − δ2

1 - -
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

Pentru a determina noua pulsat,ie (ω) a pendulului Pohl , raportul de amortizare (K),
decrementul logaritmic (Λ), coeficientul de amortizare (δ), ı̂n cazul cu frecări (If ̸= 0):

∗ Deviat, i complet pendulul
∗ Măsurat, i timpul necesar ∆t până la amortizarea completă a oscilat, iei
∗ Notat, i ı̂n tabel amplitudinile succesive Φ de pe o parte a pendulului
∗ Pentru precizie repetat, i măsurătoarea, s, i comparat, i valorile obt, inute

Legea mis,cării oscilatorului amortizat este:

Φ(t) = Φ0 · e−δ·t cosωt, cu coeficientul de amortizare δ =
ln Φn

Φ0

∆t

Legea arată că amplitudinea unghiulară scade exponent, ial, s, i după fiecare interval de
timp t = 1

δ
amplitudinea unghiulară Φ scade de e ori. Raportul de amortizare K, ı̂n acest

model, K=Φn+1

Φn
= eδT , rămâne constant. Reprezentat,i grafic legea de mis,care.
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Obiectiv A2.

Determinarea perioadei de oscilat,ie (T ) s, i a pulsat,iei de oscilat,ie (ω) a pendulului Pohl
ı̂n cazul cu diferite frecări. Determinarea raportului de amortizare K, a decrementului lo-
garitmic Λ, a coeficientului de amortizare δ.

If ∼ 0, 9A,U∼ = 12V

Oscilat, ia # Φ (grade
pe scală)

K
K = Φn+1

Φn

Λ
Λ = lnK

δ (1/s)

δ =
ln Φn

Φ0

∆t

ω (rad/s)
ω =√
ω2
0 − δ2

1 - -
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

Pentru a determina noua pulsat,ie (ω) a pendulului Pohl , raportul de amortizare (K),
decrementul logaritmic (Λ), coeficientul de amortizare (δ), ı̂n cazul cu frecări (If ̸= 0):

∗ Deviat, i complet pendulul
∗ Măsurat, i timpul necesar ∆t până la amortizarea completă a oscilat, iei
∗ Notat, i ı̂n tabel amplitudinile succesive Φ de pe o parte a pendulului
∗ Pentru precizie repetat, i măsurătoarea, s, i comparat, i valorile obt, inute

Legea mis,cării oscilatorului amortizat este:

Φ(t) = Φ0 · e−δ·t cosωt, cu coeficientul de amortizare δ =
ln Φn

Φ0

∆t

Legea arată că amplitudinea unghiulară scade exponent, ial, s, i după fiecare interval de
timp t = 1

δ
amplitudinea unghiulară Φ scade de e ori. Raportul de amortizare K, ı̂n acest

model, K=Φn+1

Φn
= eδT , rămâne constant. Reprezentat,i grafic legea de mis,care.
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Teoria lucrării

B. Oscilat, ii fort,ate

Oscilat, ii unghiulare fort,ate. Pendulul Pohl.

Dacă pendulul Pohl de torsiune este sti-
mulat periodic din exterior de un moment al
fort,ei externMe dat de un disc motor rotitor:

Me = M0 · cos(ωet)

Legea mis,cării devine:

Φ̈ + 2δΦ̇ + ω2
0Φ = Fmax cos(ωet)

unde Fmax = Mmax

I

În regim stat, ionar , solut, ia acestei ecuat, ii
diferent, iale de ordinul II neomogenă este:

Φ(t) = Φe cos(ωet− α)

Φe =
Φ0√

[1−(ωe
ω0

)2]2+(2 δ
ω0

ωe
ω0

)2
, Φe =

Fmax

ω2
0

α = arctan 2δωe

ω2
0−ω2

e

Oscilat, ii liniare fort,ate. Pendulul elastic(cls a XI-a)

Dacă pendulul elastic liniar este stimulat
periodic din exterior de o fort, ă Fe dată de
un motor liniar:

Fe = Fmax · cos(ωet)

Legea mis,cării devine:

ẍ+ 2δẋ+ ω2
0x = Fmax cos(ωet)

În regim stat, ionar , solut, ia acestei ecuat, ii
diferent, iale de ordinul II neomogenă este:

x(t) = A cos(ωet− α)

A = Fmax√
[1−(ωe

ω0
)2]2+(2 δ

ω0

ωe
ω0

)2
, A = Fmax

ω2
0

α = arctan 2δωe

ω2
0−ω2

e

La o analiză a ecuat, iei amplitudinii unghiulare Φe a pendulului Pohl ı̂n regim fort,at cu
discul motor extern:

Φe =
Φ0√

[1− (ωe

ω0
)2]2 + (2 δ

ω0

ωe

ω0
)2

Se desprind următoarele observat, ii:

� Cu cât Fmax este mai mare, cu atât amplitudinea unghiulară Φe este mai mare.

� Pentru o valoare fixă a Fmax, Φ → Φmax pentru ωe → ω0. (maximul curbei
de rezonant, ă Φe(ωe))

� Cu cât este mai mare δ, cu atât este mai mică Φe

� Pentru δ → 0, Φe → Φmax, dacă ωe = ω0
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Obiectiv B1.

Determinarea curbelor de rezonant,ă. Determinarea ı̂n regim stat,ionar a amplitudinilor Φe

stabilite ale pendulului Pohl, la diferite pulsat,ii exterioare impuse de discul rotitor ωe. Tra-
sarea curbei de rezonant,ă: Φe(ωe)

ωe - pulsat, ia discului motor
extern

Φe - amplitudinea unghilară
stat, ionară a oscilat, iei fort,ate a

pendulului Pohl
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

Pentru a determina curbele de rezonant, ă:

∗ Legat, i pendulul Pohl la discul motor rotitor.
∗ Folosind butoanele de reglare brută s, i reglare fină aleget, i pe rând diferite pulsat, ii ωe

care vor stimula pendulul Pohl.
∗ As,tepat, i stabilirea unui regim stat, ionar de oscilat, ie
∗ Notat, i amplitudinile unghilare maxime Φe stabilite corespunzătoare pulsat, iei ωe

Trasat,i graficul curbei de rezonant,ă Φe(ωe) s, i determinat, i pulsat, ia ωe pentru care curba
de rezonant, ă atinge un maxim. Cu alte cuvinte transferul de energie de la discul motor
rotitor este maxim către pendulul Pohl.
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Obiectiv B2.

Observarea defazajului ı̂ntre pendulul Phol de torsiune s, i discul motor extern excitator,
pentru valori mici ale frecării, pentru diferite pulsat,ii ωext.

În figura de mai jos este reprezentată diferent,a de fază α a oscilat, iei fort,ate a pendulului
Pohl ı̂n funct, ie de pulsat, ia ωe care stimulează din exterior pendulul.

α = arctan
2δωe

ω2
0 − ω2

e

Figura 10: Defazajul oscilat, iei fort,ate pentru diferite frecări δ

Dacă pulsat, iile stimulante ωe sunt mici, diferent,a de fază disc motor -Pendul Pohl este
aproape zero, adică discul motor s, i pendulul Pohl sunt ı̂n fază.

Dacă pulsat, iile stimulate ωe sunt mult mai mari decât ω0, diferent,a de fază disc motor-
Pendul Pohl este aproape 1800, adică discul motor s, i pendulul Pohl sunt ı̂n opozit,ie de fază.

Cu cât frecările sunt mai mici, cu atât tranzit, ia de la regimul ”̂ın fază” la regimul ı̂n
”opozit, ie de fază” este mai rapidă.
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